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TANGGA (STAIR GRAPH)

Septiyani Setyo Waulandari?®, Slamin®’, Susi Setiawani’"

Abstract. The total edges labelling A is called an edge irregular total k-labelling of a
graph G if every two distinct edges u and v in G wt(u)#wt(v). The total edge irregularity
strength of G is the minimum positive integer k for which G has a total edge irregular k-
labelling. There are not many graphs of which their total edge irregularity strengths are
known. In this article, we investigate the total edge irregularity strength of Stair Graph

tes(St,) and union of m isomorphic Stair Graphs tes(mStn).
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PENDAHULUAN

Matematika memiliki peranan penting dalam pengembangan IPTEK. Hal ini
dikarenakan, matematika merupakan ilmu dasar dari setiap ilmu pengetahuan yang dapat
dipertanggung jawabkan. Pelabelan graf merupakan salah satu kajian dalam teori graf yang
mulai berkembang dan banyak diminati karena memiliki peranan yang penting di berbagai
bidang. Salah satunya adalah pelabelan total sisi irregular, yaitu pelabelan nilai bilangan
bulat positif dimana nilai yang digunakan boleh berulang pada himpunan titik dan sisi dari
suatu graf G dengan bobot setiap sisinya berbeda. Permasalahann pada pelabelan ini adalah
bagaimana cara melabeli graf sedemikian hingga bilangan bulat positif terbesar yang
dijadikan label pada beberapa variasi pelabelan total sisi irregular adalah seminimum
mungkin. Bilangan bulat positif terbesar yang minimum tersebut dinamakan dengan nilai
ketakteraturan total sisi (total edge irregularity strength) dari graf G yang dinotasikan
dengan tes(G).

Penelitian ini akan membahas tentang nilai ketakteraturan total sisi dari graf
tangga (fotal edge irregularity strength of stair graph) St, karena belum pernah ada
penelitian yang serupa sebelumnya pada graf ini. Beberapa rumusan masalah adalah: (1)

berapakah nilai ketakteraturan total sisi (tes) dalam pelabelan total sisi irregular pada graf
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tangga tunggal?, dan (2) berapakah nilai ketakteraturan total sisi (zes) dalam pelabelan total
sisi irregular pada gabungan graf tangga isomorfis?

Penelitian dibatasi pada nilai ketakteraturan total sisi (tes) dari graf tangga S7, dan
mSt, dengan n>2 dan m>2. Dalam hal ini, m merupakan banyaknya graf tangga sedangkan

n merupakan banyaknya anak tangga.

PELABELAN TOTAL SISI IRREGULAR

Pelabelan total sisi irregular pada graf G merupakan pemberian nilai bilangan
bulat positif dimana nilai yang digunakan boleh berulang pada himpunan titik dan sisi
dengan bobot setiap sisinya berbeda seminimum mungkin. Nilai minimum tersebut
dinamakan dengan nilai ketakteraturan total sisi (total edge irregularity strength) dari graf

G yang dinotasikan dengan tes(G).

Teorema 1. Jika G = (V, E) adalah sebuah graf dengan himpunan titik V danhimpunan sisi
E (tidak kosong), maka:
El+ 2

< tes(G) < |E]

Bukti : Misalkan sebuah graf G dengan himpunan titik /" dan himpunan sisi £, jika setiap
titik pada G diberi label 1 dan sisi pada G diberi label 1, 2,..., |[E|. Maka nilai bobot untuk
masing-masing sisi pada graf G adalah penjumlahan dari ketiga label:

wtle) =1+ 2, i=1,273,..,|E|
Berdasarkan teorema di atas, maka dengan mensubtitusikan jumlah sisi pada graf
tangga akan didapat batas bawah dari nilai ketakteraturan total sisi dari graf tangga 5t

yaitu tes(St,) = [%W
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GRAF TANGGA (STAIR GRAPH)
Graf Tangga (I. Aprilia, 2011) merupakan sebuah graf yang dinotasikan dengan

St, dimana nadalah banyak anak tangga. Graf Tangga menyerupai bentuk tangga pada

suatu bangunan. Graf Tangga mempunyai 8n+2 titik dan /6n+1 sisi. Graf Tangga
mempunyai himpunan titik dimana:
V(St,) =%, ,52,,q51 Si <ml < j<2n+21 <k <dn|
dan himpunan sisi:
E(St,) = %y XiZzi+1r YiZzizzoViZow Vilai—z » ¥Vidsi-3» Xilai-1, %045 1 =1 n} U
{gigi+q; iganjil, 1=i=4n—1} U{z;zy;q; iganjil, 1=i=2n+1} U {z;95;-1,
ZiQqi; i ganjil, 1=1=2n—1) VU {ziQs-4, ZiQzi—5; 1 ganjil, 1 =i = 2n + 2},

METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan pada graf tangga tunggal dan gabungan saling lepas graf
tangga yang isomorfis dengan menggunakan metode deduktif asiomatik dengan
menurunkan teorema 1. Jika pada graf tersebut ditemukan pelabelan total sisi irregular
maka dilanjutkan dengan pendeteksian pola (pattern recognition). Adapun teknik penelitian
adalah sebagai berikut: (1) menentukan batas bawah dan batas atas dari fes (G) berdasarkan

teorema 1. Dengan mensubstitusikan jumlah sisi pada graf tangga St_, pada formula

len +3
3

sehingga diperoleh: { W < tes(G) = (16n+ 3). Untuk gabungan graf tangga isomorfis

S€cara umum:

"m|:16?;+1}+2-‘ < tes(G) < m(16n+ 1) untuk n>2 dan m>2 ; (2) melabeli

graf St, untuk n>2 dengan label {/,2,..., n}, sedangkan gabungan mSt, untuk m>2 juga
dilabeli dengan label {/,2,..., m(16n+1} sedemikian hingga bobot setiap sisinya berbeda;
(3) menentukan formulasi yang berupa fungsi yang memetakan himpunan titik V(S?,) dan
himpunan sisi E(S?,) pada bilangan bulat positif; (4) memeriksa kembali dengan
menggunakan formulasi yang telah ditentukan pada langkah 3 untuk melihat apakah bobot
setiap sisinya sudah berbeda; (5) menentukan nilai tes (St,), untuk »n>2 dengan

menggunakan batas atas dan batas bawah yang sudah diperoleh; (6) melakukan prosedur
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yang sama seperti langkah - langkah diatas untuk menentukan fes (mSt,) untuk n>2, dan

m=>2 pada gabungan graf tangga isomorfis.

HASIL DAN PEMBHASAN
Nilai Ketakteraturan Total Sisi dari Graf Tangga Tunggal

Menurut definisi, Graf tangga memiliki jumlah titik sebanyak |V(S?,)|=8rn+2 dan
jumlah sisi sebanyak |E(St,)|=16n+1. Jumlah titik dan jumlah sisi pada graf tangga

digunakan untuk menentukan batas pada pelabelan total sisi irregular pada graf tangga,

sehingga akan dibuktikan bahwa tes(St,) = [_15?::1

Teorema 2. Nilai ketakteraturan total sisi dari graf tangga tunggal adalah

tes(St_ ) = [HZJWuntuk n =2

Bukti : Menurut Teorema 1. tes(G) = PEL”

w , karena |E(St,)|=16n+1 sehingga

lén+3 lén+3

3

tes(St,) = [ W Selanjutnya akan dibuktikan batas atas dari tes(St_ ) < { L yaitu

dengan cara melabeli titik-titik dan sisi-sisi pada graf tangga St, dengan mengikuti formula

berikut:

1. Label Titik

Mz:)) = 5i—1+|%]; i=1,---,n
My:)) = 5i+1+ |%] R n
i1
3[§J—4+L J; J j=1,---.,2n+ 2danj #5 mod 6
A(z) = 5t
3[§J—5+\‘ : J j =5 mod 6
1

=+
2{ E J—z
Mar) = k—2+2)e3 (L2 1 k1. 4n
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2. Label Sisi

A(J,‘.EZ(QE'__]}) = bi—4+ L%J y 8= 1., AT
A3ys) — )\(yz‘.l?(4z'.—3}) = )\(;9’?'@(4::—2)) = )\(yf-Z(z-s))
= 4-5—3+2L%J, 5= 1 T

)\($-i2(2f.+1}) = )\(iﬁf.g(c;zt))Z)\(-T-a‘ﬁi'm—n)

= 4i+2[%1], i=1,...,n
A(y-jZ(Qii_;Q}) = 55— 1+ \_%J 4 = 1, wome b
AMzizay1)) = 3(%) — 4+ L%J , i=1,--+,2n+ 1danganjil
Mziqei-y) = Mziq@i))
— 3(%)—4+ L%J i=1,---,2n — 1danganjil
((i+14+2|%Z, i=1mod 12dani =9 mod 12
i+3+2 =], i=5mod 12
A(Qi@{zﬁﬂ}) =1 .
i+5+2 L%J , =3 mod 12dani =11 mod 12
\?+7+2F—T1Jv 1 =7 mod 12

’}\(Z?'Q(Qi—éi]) = A(Zi-Q(?i—S})
= 5(3) —4+ 5], i=4,--- ,2n +2dangenap

Dari formulasi pelabelan di atas, diperoleh label terbesarnya adalah Pen Jﬂ.

1én+3

Perhatikan (z,) saat j = n + 2, nilai 4(z,,4,) = tes(St,) = [ w Karena nilai A(z,_,,)

16+ 3
3

merupakan batas atas dari tes(S5t, ), maka tes(St,) < [ w Sehingga batas atas St, =

lontd

batas bawah St,. Dan dapat disimpulkan pula bahwa tes(5t, ) = { w untuk n = 2.
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3. Bobot Sisi

Penghitungan bobot sisi dari setiap sisi dapat diperoleh dengan cara menjumlahkan
label pada sisi dengan label titik-titik yang berhubungan dengan sisi yang tersebut. Namun
apabila diteliti lebih lanjut, formulasi bobot sisi pada graf tangga sama dengan formulasi
label sisi pada pelabelan titik (3,1)-sisi antimagic pada graf Tangga St, yang telah

ditemukan oleh Ira Aprilia (2011). Berikut merupakan formulasi dari bobot sisi dari graf

tangga:

w(z;y;) = 16¢ —5, i=1,---,n.

w(Tiz@i-y) = 16i— 10, o= 1gem ;N

w(Yiz(21)) = 167 — 8§, i=1,---,n.

w(Yiqai-z)) = 1617, g =1, .

w(Yiqi-2)) = 16i—6, i=1,--,n.

w(rizpiry) = 160 —2, i=1,---,n.

w(Z:iq4i)) = 16 — 3, g =", [T

w(Tiqui—1)) = 16¢ -4, R (FEE o))

w(Yiz@is2)) = 164, §=1---,m.

w(zizg+y) = 8@ —35, t=1,---,2n+ 1danganjil
w(zigei-1y) = 8i—A4, i=1,-++,2n — 1ldan ganjil
w(ziqi)) = 8 —3, i=1,---,2n — 1 dan ganjil
w(zigei—gy) = 8i— 14, i=4,---,2n+ 2dan genap
w(zig(2i—s)) = 8i — 15, i=4,---,2n+ 2dan genap

w(g:qei+1y) = 4i+3, i=1,---,4n — 1 dan ganjil
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Dari formulasi bobot sisi pada graf tangga, dapat terlihat bahwa bobot berbeda

pada setiap sisi dan berada pada himpunan {3,4,5, ..., 16n+3} Berikut contoh hasil penelitian

pelabelan total sisi irregular pada graf tangga St .

9  (30) 10 11 35912 12
(20) (34)
- 10
10 12
5% (312
22) o \/(33)
= 8 (27) 9 .
! : T & H o
(21 54 26) e (32) 15 (46) 14 1;[—,' 1y IT 7
s\V(23) "
/o o= (45 (50
(208 (25 1617
4 )4 6 (19) (4975 - (4717
(13) (18 6 (24) 7 11 (38) S ¢ (49) 14
| i} 1 14 . lll 15 2
(12) (15 9137 gt (48)
(6) A/ 12/12} (39) 1l
¢ 3 (11) ¢ (41)
] ey i : 4 1 " i 11
i 1 (16) 9 (30) } 1 - (35) !
ra L |
1 () 29) 3 (3 12 '{40) 13 17
1|2 (9) : 10 ) i
| 2 |
- (287 Y=
1 G 1 (®) 6 (22) A3 '\ /(33)
" 8 (27) . .
. 2 (26) ~NJ
(a)Stz 8\ (23) 7 32
Y2om 25
b
24) 7 11

(b) Sts

Gambar 1. Hasil pelabelan tes pada graf tangga (a) 5t, dan (b) St

Nilai Ketakteraturan Total Sisi dari Gabungan Isomorfis Graf Tangga
Gabungan graf tangga yang isomorfis dinotasikan dengan mSt,. yang didefinisikan

sebagai gabungan saling lepas sebanyak m copy graf tangga.

m
St,USt,U..USt, = UH” = mSt,
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Teorema pada subbab ini merupakan pengembangan dari hasil penelitian
sebelumnya yang merupakan tes dari graf tangga tunggal St,.
Teorema 3 Nilai ketakteraturan total sisi pada gabungan graf tangga isomorfis adalah

"m':lﬁn +1}+2"
3

tes(mSt,) = , untuk m =2, dan n =2.

Bukti : Berdasarkan Teorema 1. Dapat diketahui bahwa batas bawah

[m':lﬁn +1}+E"
3

tes(msSt, ) = dengan cara mensubtitusikan banyaknya sisi pada gabungan

graf tangga |E(mSt,)[=m(16n+1) ke dalam teorema 1. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
batas atas dari tes(mSt,) dengan cara melabeli titik dan sisi pada graf tangga isomorfis
dengan formulasi sebagai berikut (namun dalam artikel ini hanya akan ditampilkan untuk
n=2 mod 3 saja, sedangkan untuk n=I mod 3 dan n=0 mod 3 dapat dilihat dalam skripsi
peneliti) :

1. Label Titik

Untukn=2mod 3, n=0mod 3dan f=2,.--- ., m

Mary) = (W]+L%J+5i_27 L .
s = (w] + | L] +54, P [l = = Jhine
( Foud, s, Sy B
[ (m=D6n+1)+27] | & |+ - i
J(S } +JLJ"21JJ+L A J dan j 5 mod 6
A(zje) = o L 7 B
r Ve 7 , i+l
I —(m—u(l;.n—l)_—g +5 L%J — 6+ L- = JJ . j=bmod 6
([ (m—1)(16n+1)+2] -
% 1 E—3-p2] B -
AGre) = 1 ZML};_HJ +2
e ki=1 ,An.
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2. Label Sisi

Untukn=2mod 3dan £ =2,--- ,m

AMTiez@i-1,0) = [ww +50—5+ ], o= L= ot
MZiez@ir1,0) = MZirQuie) = MTieQui-1,0)

ANTieYie) = AM¥iegi-30) = MYied@i-2.0) = MYie2@i0)

AMzied@i-1,9) = Azied@ie)

T R

m—1)(16n+1)+2 i - b
- [%W +5(EL) 54 |2

dan ganjil
i i =1 mod 12
[(m—1)(16n+1)+2 ]| |, - | o |i-1
e R S B
o 5 i =0 mod 12
(B |y g0 9 0 B2 genrion 19
M@ eQit,e) = o
1 =3 mod 12
1 =11 mod 12
| [m=l0entle2] 44642 |5, i =7 mod 12
i=1,---,2n+1
m—1)(16n+1)+2 i = it
Mzipzig) = [()(fﬂ—‘ +85) ~ B 55 s "
dan ganjil
AM¥ieZ@iveg) = [W] +5 -2+ [5]: d=Le
)\(Zé,fg_'{m‘—fl._f)) = )\(Z'i,eQ(zi—s,E})

t=4,---,2n+2

(m—1)(16n+1)+2 i K
[—)(3“ W+5(§)_5+LT2L
dan genap
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3. Bobot Sisi

W(T; eYi.e) = (m—1)(16n+1) + 16i — 5, i=1,---,n.
w(Tiezi-1y) = (m—1)(16n+ 1)+ 16i — 10, i=1, ;m,
W(Yi eqai-ae)) = (m—1)(16n+1)+16i — 7, e
W(YieGi—2,9) = (m—1)(16n+ 1)+ 16i — 6, i=1--,m.
w(TigZ@itry) = (m—1)(16n+1)+ 16i — 2, T )
W(Tipqaiy) = (m—1)(16n+1)+16i —3, i=1,.---,n.
W(Ziequi1,e)) = (m—1)(16n+1) 4 16i —4, i=1---,m.
w(¥iez@itan) = (m—1)(16n+ 1)+ 164, I P—
w(ziezity) = (Mm—-1)(16n+1)+8 -5, i=1,---,2n+ 1danganjil
w(ziegoi-1,9) = (m—1)(16n+1)+8i—4, i=1,---,2n — 1danganjil
w(zieg2ip) = (m—1)(16n4+1)4+8i—3, i=1,---,2n — 1danganjil

wW(2ieq2i-a0) = (M—1)(16n+1)+8 —14, i=4,---,2n+ 2dangenap

w(Zieq2i-s0) = (M—1)(16n+1)+8i—15, i=4,---,2n+ 2dangenap

wW(Gieitry) = (Mm—1)(16n+1)+4i+3, i=1,---,4n — 1danganjil

Berikut merupakan contoh hasil penelitian pelabelan total sisi irregular pada graf

tangga mSt, .

KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa nilai
ketakteraturan total sisi (fes) dari graf tangga tunggal maupun gabungannya adalah sebagai
berikut:

1. Nilai  ketakteraturan  total sisi dari graf tangga tunggal adalah

tes(St,) = [

lén+3

Wuntuk n =2
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2. Nilai ketakteraturan total sisi pada gabungan graf tangga isomorfis adalah

"mfiﬁﬂ-l-i}-l-ﬂl
3

tes(mSt,) = , untuk m =2, dan n =2.

Open problem 1 Graf tangga telah diteliti menggunakan pelabelan total super (a,d) - sisi

antimagic dan pelabelan total sisi irregular, adakah keterkaitan antara kedua pelabelan

tersebut pada graf tangga.

9 (30) 11 (35) 12
e (34)
i 3

(98)

23 (69) 23 (74) 28

Gambar 2. Hasil pelabelan tes pada gabungan graf tangga 35¢,
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