PEMODELAN MATEMATIKA PENYEBARAN POLUTAN
UDARA DI KAWASAN PLTU MENGGUNAKAN
METODE VOLUME HINGGA

Muhammad Ali Masyhudi?, Arif Fatahillah?, Toto Bara Setiawan?
Program Studi (S1) Pendidikan Matematika, Jurusan Pendidikan MIPA, FKIP
Universitas Jember
JI. Kalimantan 37, Jember 68121
E-mail: masyhudi1997 @gmail.com

Abstract. The existence of a Steam Power Plant greatly helps human electricity needs.The
other side, the existence of the power plant activity has a negative impact on the environment.
The use of coal fuel produces an air pollutant. The spread of air pollutants is influenced by
interrelated variables. The existence of mathematical modeling as an applied science helps
represent a problem from real world situations into mathematical language to find solutions
to these problems. Mathematical modeling helps build a mathematical formula that describes
the spread of air pollutants with actual conditions without ignoring important factors in the
system. The analytical exact solution to the problem of spreading air pollutants is very
difficult. Therefore, a numerical method approach is used in the form of a volume up method.
In this research a mathematical model was built on the distribution of air pollutants based
on momentum and mass quantity equations.
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PENDAHULUAN
Matematika merupakan ilmu yang mendasari pengembangan ilmu-ilmu lainnya

[1]. Konsep dan prinsip matematika banyak digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan dalam kehidupan sehari-hari. Salah satunya berkaitan dalam bidang
industri dan dampaknya terhadap lingkungan.

Pembangkit Listrik Tenaga Uap (PLTU) merupakan salah satu industri sebagai
pemasok kebutuhan listrik. Energi listrik merupakan energi vital yang dibutuhkan
manusia untuk menunjang kebutuhannya di berbagai aspek kehidupan [2], [3]. Namun
dalam prosesnya menghasilkan energi listrik, aktifitas PLTU juga membawa dampak
negatif terhadap lingkungan. Lingkungan yang tercemar saat ini telah menjadi
permasalahan yang umum dalam kehidupan sehari-hari [4], [5]. Penggunaan bahan

bakar berupa batubara menjadi salah satu penyebabnya. Pembakaran batubara
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menghasilkan sumber emisi atau polutan udara yang dikeluaran melalui cerobong
pabrik [6]. Polutan udara atau emisi gas buang dari industri menyumbang sekitar 10-
15% polusi udara yang ada di Indonesia [7]. Suatu polutan udara yang dikeluarkan
melalui cerobong menuju ke atmosfer akan mengalami proses transportasi dan
transformasi di atmosfer [8]. Penyebaran polutan udara tersebut dipengaruhi oleh variabel-
variabel yang saling berkaitan.

Pemodelan matematika merupakan penurunan suatu studi tentang konsep dan
operasi matematika dalam konteks dunia real dan pembentukan model-model dalam
menggali dan memahami situasi masalah kompleks yang sesungguhnya. Representasi
matematika yang dihasilkan dari proses ini dikenal sebagai model matematika [9], [10].
Untuk mendapatkan penyelesaian eksak secara analitik tentang permasalahan
penyebaran polutan udara sangatlah sulit. Oleh karena itu, digunakan metode volume
hingga yang telah dikembangkan dari salah satu metode numerik untuk mempermudah
menyelesaikannya.

Metode volume hingga merupakan salah satu metode yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan pemodelan matematika [11]. Metode volume hingga
didasarkan pada bentuk integral hukum kekekalan. Metode ini membagi domain
menjadi banyak sel dan mengambil nilai pendekatan rata-rata kuantitas dalam setiap sel
[12]. Metode volume hingga dipilih karena dapat digunakan pada bentuk benda yang
tidak teratur seperti halnya gas sehingga benda menjadi lebih mudah didiskritisasi untuk
menentukan nilai-nilai yang akan dicari pada proses diskritisasi. Sehingga dalam
menyelesaikan persamaan matematika akan lebih mudah dan solusi yang diperoleh
mendekati nilai sebenarnya [13].

Berdasarkan uraian di atas, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah
bagaimana bentuk model matematika penyebaran polutan udara di kawasan PLTU.
Penelitian ini memberikan manfaat yaitu dapat menambah pengetahuan peneliti tentang
pemodelan matematika, memberikan model matematika dari penyeparan polutan udara
serta memberikan kontribusi kepada peneliti lain mengenai perkembangan pengetahuan

baru dalam bidang pemodelan matematika menggunakan metode volume hingga.
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METODE PENELITIAN

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah melakukan studi
pustaka yang berkaitan tentang penyebaran polutan udara serta variabel-variabel yang
mempengaruhi proses penyebarannya. Tahap selanjutnya membangun model
matematika dari penyebaran polutan udara. Persamaan yang dipakai dalam penelitian
ini sebagai berikut.

apCO _ VP 62ui azTij

ot + Vpuiuj = —7 + Vdq axjxj + 6_xj + fd (1)
apCo _ 62C0 a]A

o T Vuw; =D 3,0x; + ax, +q. (2)

[14]. Persamaan (1) merupakan persamaan momentum dan Persamaan (2) merupakan
persamaan kontinuitas massa. Selanjutnya menyelesaikan persamaan tersebut
menggunakan metode volume hingga sehingga diperoleh model matematika

penyebaran polutan udara.

HASIL PENELITIAN

Model matematika penyebaran polutan udara di kawasan PLTU dibangun
menggunakan persamaan diferensial parsial berdasarkan hukum-hukum dasar fisika
[15]. Model matematika dibentuk dari hasil penurunan persamaan momentum dan

persamaan kontinuitas massa [16].
Persamaan Momentum:

Berdasarkan persamaan umum skalar transport dari konservasi momentum, maka

dapat dituliskan:

apCO
at

+ [pure rate] = LF 3)

Karena objek yang diamati dapat dilihat, maka purerate = input—output. Sehingga

Persamaan (3) menjadi:
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apCo

% T [input — output] = XF 4)

Pada kasus penyebaran polutan udara, terjadi perubahan momentum. Jika ditinjau

. . dpuc dpvC
dari sumbu-X dan sumbu-Y maka bekerja momentum masuk( pauxw dan [;1; s ) dan

dpucCe dpvCy
dan
ox ay

momentum keluar ( ) sesuai dengan volume kendali dua dimensi yang

pada Gambar 1.

apvc,
dy

dpuCy dpuC,

apvC,
y

Gambar 1 Bagan Volume Kendali Persamaan Momentum

dengan mensubstitusikan nilai pure rate dan rumus fisika dasar kedalam Persamaan

(4), maka diperoleh persamaan sebagai berikut:

apCoy (apuCW 6puCe) (apvcs apvcn) VP 0%y | 0%ty

at + ox ox + dy dy - p tVa Oxjxj ox;j + fd (5)
dimana:
VP 1 (0P oP 0%u; 0%2u . 9%u 0Tyj ot ot ot ot
—=—(— _),_lz_z _2’_11: xx+ xy+ yx_l_ vy (6)
p p \0x ady 0x;0x; dx ady oxj ax ax dy dy
untuk:

OTyx ou 0Txy 0Ty ou v\ 0tTyy v

() 2= 2 ) ()

ox H ox/)’ ox oy H ay + ax/)’ oy H ay 7

Substitusikan Persamaan (6) dan Persamaan (7) ke Persamaan (5) sehingga

didapat:
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dpCo 4 (apuCW _ 6puCe) 4 (% _ %) _ _l(ap 4 6_P) + (Vg +20) (62_u 4
oy

at dx dx ay ay p ax dx2

0%v 0%v 0%u 0%v 0%u

) +u(es =)+ fa ®)
ay dx dxdy  0xdy 0y

Sehingga diperoleh Persamaan (8) yang merupakan persamaan momentum dari

penyebaran penyebaran polutan udara.
Persamaan Kontinuitas Massa:

Berdasarkan persamaan umum skalar transport dari konversi massa dan bagan

kendali, maka:
apCo
Pyl [pure rate] = Source 9
apCo .
- T [input — output] = Source (10)

Jika ditinjau dari sumbu-x dan sumbu-y maka akan bekerja perubahan kontinuitas yang

avC dpucC, ovC . .
ys) dan keluar (% dan a—y") sesuai dengan volume kendali dua

ouc
masuk (M dan
ox

dimensi persamaan kontinuitas massa pada Gambar (2).

S
o @
a

ave,
dy

Gambar 2 Bagan Volume Kendali Kontinuitas Massa

Source (S) dalam persamaan ini untuk penyebaran polutan udara dituliskan

sebagai berikut:

DA?%Cy |, J4

S = +q.

_ (%% 4 9°Co\ , s, Ol
_D(ax2+6y2)+ax+ay+qc (11)
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dengan mensubstitusikan nilai pure rate dan Source kedalam Persamaan (10), maka
diperoleh persamaan sebagai berikut:

2pCy (6uCW _ apuCe) (avcs _ avcn) _ (azco azco) +6]_A dja (12)

at ax ax ay ay axz | ay? ox T 3y t4c

Sehingga diperoleh Persamaan (12) merupakan persamaan kontinuitas massa yang

digunakan pada proses analisis penyebaran polutan udara dari kawasan PLTU.

Persamaan momentum dan persamaan kuantitas massa pada model matematika
merupakan persamaan diferensial parsial. Untuk menyelesaikan kedua persamaan
tersebut maka dilakukan integrasi persamaan diferensial sebanyak variabel bebas yang
ada [17], [18]. Persamaan (8) dan (12) mengandung variabel bebas x, y, dan t. Sehingga

untuk menyelesaikannya harus diintegrasi sebanyak tiga kali.

Bentuk integrasi persamaan momentum:

t+At (y+Ay x+Ax [apCO (6puC 6puCe) (6vas _ avan)]
J; fy J (7% o ) T, dxdydt =

t+At y+Ay x+Ax P v a%v a%u 8%y
ft fy fx [ (6x + ) + (vat+2m) (6x2 ay2> tu (ﬁ + Axdy + dxdy +
8%u
07 + f 4| dxdydt (13)
Hasil integrasi persamaan momentum:

pCoAxAy + puC,,AyAt — puC,AyAt + pvC;,AxAt — pvC,AxAt = —% (PAyAt + PAxAt)

+(va + 20 (=t v S 4 (VR uAt + vAt + u—) + fuAxAyAt (14)

Persamaan (14) dapat disederhanakan menjadi,

pCoAxAy + (puC,, — puC,)AyAt + (pvCs — pvC,)AxAt = —% (PAyAt + PAxAt)

+(uvg + 2vp + up) Az—it + (up + vu)At + fyAxAyAt (15)
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Bentuk integrasi persamaan kontinuitas massa:

S (G =) + (G =) =] axayae =

t y 0x 0x ay ay
t+At (y+Ay x+Ax a%cy |, 8°Co , , 9y
A M [D ( =+ W) +or T3, T | dxdydt (16)

Hasil integrasi persamaan momentum:

CoxAY + uC, AyAt — UC,AyAt + vCiAxXAL — vC,AxAL = D(Co et + Co Azﬁt +
JaAyAt + J4AxAt + q.AxAyAt 17)
Persamaan (17) dapat disederhanakan menjadi:

_ (uCe—uCy+] ) AyAt+WCn—vCs+] ) AxAt+q . AxAyAt
Co= 0 B2 B (18)

substitusi Persamaan (18) ke Persamaan (15) sehingga diperoleh persamaan sebagai
berikut:
(uCe—uCy+] 4 )AyAt+(vCn—vCs+] 4 )AxAt+q AxAyAt

AxAerD(% Axm) AxAy + (puC,, — puC,)AyAt +

Ax+Ay

(pvCs — pvCy) AxAt = —% (PAyAt + PAxAt) + (uvg + 2vu + up) % + (up + vp)At +
faAxAyAt (19)

dengan mengelompokkan unsur-unsur yang mengandung C,, C,,, C,, dan Cs pada ruas

Kiri, maka Persamaan (19) dapat dituliskan sebagai berikut:

[ AxAy _ ] —AxAy
Ce _pu (AxAy—D(AZ—it+Az—}A,t) 1)_ AyAt + C, [pu (AxAy—D(AZ’—fﬂZ‘—f) + 1)] AyAt +

[ AxAy _ ] —AxAy _
Cn -pv (AxAy—D(%+AX—JA’t) 1)_ AxAt + Cs lpv <AxAy—D(%+AX—§t) + 1>l AxAt =

Ja(AyAt+AxAt) _ l M
(AxAy—D(%+AX—JA’t)> AyAt 5 (PAyAt + PAxAt) + (uvg + 2up + vu) T
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(vvg + 2vu + up) Az—it + (up + vu)At + fAxAyAt (20)

Persamaan (20) merupakan penyelesaian akhir dari model matematika penyebaran
polutan udara dimana u dan v berturut-turut merupakan kecepatan aliran fluida searah
sumbu X dan searah sumbu Y, C merupakan konsentrasi polutan dan p,P,D, i, /4,
q. ,Vq, fyadalah massa jenis fluida, tekanan fluida, massa molekul, kekentalan fluida,

fluks massa, intensitas sumber polutan, viskositas dinamik, serta gaya hambat.

KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, maka dapat diambil
kesimpulan bahwa model matematika penyebaran polutan udara merupakan persamaan
yang dibangun berdasarkan persamaan momentum dan persamaan kuantitas massa.

Bentuk model matematika penyebaran polutan udara dalam penelitian ini yaitu:

[ AxAy _ ] —AxAy
Ce _pu (AxAy—D(AZ—ﬁt+A§—}AIt) 1)_ AyAt + C,, lpu <AxAy—D(AX—£t+A§—JA/t) + 1)] AyAt +

[ AxAy _ ] —AxAy _
Cn -pv (AxAy—D(%+AX—§t) 1)_ AxAt + Cs lpv <AxAy—D(%+AX—§t) + 1>l AxAt =

_ Ja(AyAt+AxAt) 1 syt
(AxAy—D(%ﬂz_}Af)) AyAt p (PAyAt + PAxAt) + (uvg + 2up + vu) T

(vvg + 2vu + up) Az—it + (up + vu)At + fyAxAyAt

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan diharapkan agar melakukan
penelitian dengan menyelesaikan model penyebaran polutan udara dengan metode yang
berbeda.
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